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Рассмотрена задача определения оптимального порога переключения в мето-
де вспомогательных списков, обеспечивающего эффективную по времени реали-
зацию случайной последовательной адсорбции при осаждении ортогонально ори-
ентированных линейных объектов на квадратную двумерную решетку. Изложены
результаты теоретического анализа алгоритма метода вспомогательных списков
на основе аппроксимаций функций концентрации свободных ячеек по эксперимен-
тальным данным. На основании теоретических результатов и экспериментального
исследования сформулировано простое, в аспекте программных реализаций, усло-
вие переключения на формирование списков ячеек, доступных для осаждения.
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Введение

Случайная последовательная адсорбция (random sequential adsorption — RSA) представ-
ляет собой процесс, когда частицы случайно и необратимо осаждаются на подложку
без перекрытия с ранее адсорбированными частицами. RSA является полезной моделью
для многих физических, химических и биологических процессов [1, 2]. Подложка мо-
жет быть как непрерывной, так и дискретной. Широко используемый тип дискретной
подложки — квадратная решетка, состоящая из ячеек. Одна из самых простых форм
частиц — так называемый 𝑘-мер (стержень, жесткая линейная цепь), т. е. линейная мо-
лекула, занимающая 𝑘 соседних ячеек решетки в горизонтальном или вертикальном
направлении.

Запрещение перекрытия означает взаимодействие жестких частиц, называемое вза-
имодействием исключенного объема, посредством создаваемых ими запрещенных пло-
щадей. По мере осаждения частиц сначала происходит перколяционный фазовый пере-
ход, т. е. возникает кластер, который пронизывает всю решетку. Затем система достига-
ет состояния джамминга, когда осаждение даже еще одной частицы невозможно из-за
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отсутствия какого-либо подходящего свободного пространства для ее размещения. Хо-
тя в решетке есть некоторое свободное пространство, его локальные кластеры имеют
неподходящие формы и размеры, чтобы принять частицу.

Кинетика осаждения изучалась во многих работах, в частности, были получены
аналитические выражения для кинетики осаждения дисков на поверхность [3, 4] и на
решетку [5–8]. Известно, что в процессе RSA концентрация покрытия поверхности час-
тицами Θ(𝑡) изменяется при больших временах как

Θ(∞)−Θ(𝑡) ∝ exp

(︂
−𝑡

𝜎

)︂
.

Здесь 𝑡 — физическое время, которое учитывает неудачные попытки размещения; 𝜎 —
подгоночный параметр; Θ(∞) — концентрация джамминга [9–11].

Из-за обратной экспоненциальной зависимости роста концентрации покрытия от
времени моделирование состояния джамминга на компьютере является очень трудо-
емкой задачей. Вообще говоря, достижение состояния джамминга возможно только за
бесконечно долгое время. Технически решить эту проблему можно различными спосо-
бами [12], включая составление вспомогательных списков ячеек, доступных для оса-
ждения частиц [1, 13–17].

На начальном этапе используется простой случайный выбор возможных ячеек для
адсорбции частиц непосредственно в решетке. После достижения определенной кон-
центрации создаются списки ячеек, доступных для размещения начала частиц. Далее
новая ячейка для размещения начала частицы выбирается из этих списков. Естествен-
но, списки должны обновляться после успешного осаждения каждой частицы.

Метод, использующий вспомогательные списки ячеек как минимум гарантирует дос-
тижение состояния джамминга за конечное время. Понятно, что создание вспомога-
тельных списков с самого начала процесса осаждения частиц не только не увеличивает
скорость размещения частиц, но и приводит к значительным дополнительным затратам
памяти. Тем не менее применение списков гарантирует, что каждая попытка размеще-
ния частицы будет успешной, однако формирование списков также требует некоторого
времени, зависящего от концентрации частиц в решетке. Кроме того, поскольку неко-
торые ячейки решетки могут быть доступны для размещения как вертикальных, так
и горизонтальных частиц, может потребоваться коррекция обоих списков после разме-
щения каждой частицы.

Были попытки экспериментального определения порога переключения на формиро-
вание списков [12, 13], но в аспекте теоретического рассмотрения остается открытым
вопрос, при какой концентрации использование списков становится эффективным.

1. Метод вспомогательных списков

Цель статьи — проанализировать описанный и обсуждаемый в [1, 12–17] метод реали-
зации RSA путем создания вспомогательных списков ячеек, доступных для осаждения
частиц. В статье рассматривается частный случай RSA ортогональных 𝑘-меров на квад-
ратную решетку с периодическими граничными условиями. Основная задача — выбор
параметра, управляющего переключением на этап формирования списков, и обосно-
вание его оптимального значения, обеспечивающего максимальную временную эффек-
тивность программной реализации метода. Далее этот метод будем называть методом
вспомогательных списков.
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В кинетике RSA жестких ортогонально ориентированных частиц (𝑘-меров) очеред-
ная частица при осаждении в решетку сама занимает ячейки решетки и создает во-
круг себя запрещенную площадь [18], которая имеет порядок квадрата длины частицы.
Формирование такой запрещенной площади реализует требование RSA о запрете пере-
крытий частиц. При этом сами запрещенные площади от разных частиц могут пере-
крываться, в связи с чем ячейки решетки динамически изменяют свои характеристики
в процессе осаждения частиц. Пример взаимодействия запрещенных площадей (для
𝑘 = 4) показан на рис. 1.

Для формализации этих характеристик в [18] введены следующие типы ячеек.
1. Ячейки типа “0”, качественно разделяемые на ячейки типа “0−”, которые заняты

самими частицами, и ячейки типа “0+”, представляющие собой ячейки, в кото-
рых запрещено располагать начало любой новой частицы, далее эти ячейки будем
называть “запрещенными”. Заметим, что в момент джамминга все ячейки решет-
ки “запрещенные”, поскольку решетка заполнена только самими частицами “0−”
и ячейками типа “0+”. На рис. 1 ячейки типа “0+” помечены символом “Х”.

2. Ячейки типа “1h”, в которых разрешено расположение начала только для гори-
зонтально ориентированных частиц, осаждение начиная с них вертикально ори-
ентированных частиц запрещено. Помечены горизонтальной штриховкой.

3. Ячейки типа “1v”, в которых разрешено расположение начала только для верти-
кально ориентированных частиц, осаждение начиная с них горизонтально ориен-
тированных частиц запрещено. Помечены вертикальной штриховкой.

4. Ячейки типа “2”, в которых разрешено расположение начала частиц любой ори-
ентации.

Ячейки типов 1h и 1v называются ячейками типа 1 [18]. Далее будем называть их
“полузапрещенными”. Отметим, что тело частицы, представляющее собой все ее ком-
поненты, кроме начального, может быть расположено в ячейках любых типов, кроме
ячеек 0−, поскольку перекрытие частиц запрещено.

Для осаждения частицы необходимо минимум два обращения к генератору равно-
мерно распределенных псевдослучайных чисел. Первое обращение есть случайный вы-
бор ориентации частицы. Следующее обращение к генератору происходит при выборе
ячейки для размещения начала частицы. Заметим, что размещение начала возможно
только в ячейках типа 2 для частиц любой ориентации, в ячейках типа 1h для частиц
горизонтальной ориентации и в ячейках типа 1v для частиц вертикальной ориентации.

В процессе кинетики сами размещенные частицы и созданные ими запрещенные
и полузапрещенные площади являются источником “промахов” генератора равномер-
но распределенных псевдослучайных чисел при попытке выбора начальной ячейки для

Рис. 1. Осажденные частицы и созданные ими запрещенные площади
Fig. 1. Adsorped particles and the forbidden areas created by them
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размещения очередной частицы с уже выбранной ориентацией. Под промахами пони-
мается, что полученные с равномерного псевдослучайного генератора тип ориентации
частицы и индекс начальной ячейки указывают на ячейку решетки, запрещенную для
размещения частицы данной ориентации. В этом случае повторно выбираются тип ори-
ентации частицы и индекс начальной ячейки.

С увеличением числа размещенных частиц доля запрещенных и полузапрещенных
ячеек растет, обусловливая рост числа промахов. Этот рост особенно ощутим на ша-
гах RSA, близких к джаммингу, и порождает обратную экспоненциальную зависимость
концентрации покрытия от времени моделирования. Обсуждаемый метод как раз и на-
правлен на сокращение числа промахов случайного генератора при реализации кине-
тики RSA.

Идея метода вспомогательных списков состоит в создании в определенный момент
кинетики RSA двух вспомогательных списков, содержащих индексы ячеек решетки,
разрешенных для размещения начала горизонтально и вертикально ориентированных
частиц соответственно. Такие ячейки будем называть далее разрешенными. Отметим,
что ячейки типа 2 входят одновременно в оба списка. При этом основной массив ре-
шетки хранит для каждой ячейки ее тип и для разрешенных ячеек их индексы во
вспомогательных списках. Соответствующий элемент вспомогательного списка хранит
индекс этой ячейки в основном массиве решетки, реализуя перекрестную ссылку.

В момент начала моделирования кинетики RSA все ячейки решетки являются раз-
решенными (тип 2) и случайный выбор начальной ячейки для осаждения происходит
на начальных шагах RSA непосредственно в самой решетке. Однако с ростом числа
осажденных частиц по описанным выше причинам наблюдается рост числа промахов
генератора. При достижении управляющим параметром некоторого порогового значе-
ния создаются вспомогательные списки, которые содержат координаты только текущих
разрешенных ячеек решетки для частиц горизонтальной и вертикальной ориентации.
Пороговое значение управляющего параметра определяется, очевидно, на основе ана-
лиза текущего состояния решетки.

После создания списков кинетика RSA реализуется следующей процедурой. По-
скольку вспомогательные списки содержат информацию только о разрешенных ячей-
ках, а текущая длина списков известна, требуется всего два обращения к генератору
равномерно распределенных псевдослучайных чисел — одно для выбора ориентации
частицы и второе для выбора начальной ячейки в соответствующем вспомогательном
списке. Далее происходят обработка запрещенных площадей в массиве решетки и со-
кращение длин списков разрешенных ячеек путем обмена уже запрещенного элемента
списка с разрешенным. Это приводит к тому, что запрещенный элемент попадает в ко-
нец списка, а текущая длина списка сокращается на единицу. Такая процедура при-
водит к тому, что после формирования списков разрешенных ячеек на каждом шаге
осаждения генератор не делает промахов.

Актуальным вопросом построения оптимального по трудоемкости алгоритма, реа-
лизующего этот метод, является выбор управляющего параметра и его оптимального
порогового значения. Параметр, запускающий создание списков, обоснуем на основе
следующих рассуждений. Поскольку с ростом числа осажденных частиц увеличивается
и число запрещенных ячеек, введем в рассмотрение параметр 𝛼, динамически изменя-
ющийся в кинетике RSA, — текущую долю запрещенных ячеек в исходной решетке.
Очевидно, что в процессе осаждения частиц параметр 𝛼 растет, а при достижении им
порогового значения 𝛼* происходит создание вспомогательных списков, содержащих ин-
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дексы только текущих разрешенных ячеек решетки. Так как алгоритмически намного
проще отслеживать число осажденных частиц, которые и определяют число запрещен-
ных ячеек, мы первоначально получим оптимальный порог по параметру концентрации
осажденных частиц, а затем покажем, как получить 𝛼*.

Приведем необходимые обозначения: 𝐿 — линейный размер исходной квадратной
решетки; 𝑘 — длина частицы; 𝜌(𝑘) = Θ(∞) — концентрация (доля покрытия решетки
частицами) системы при джамминге, зависящая от длины частицы 𝑘. Оценка числа
размещенных частиц в момент джамминга 𝑁𝑗 есть 𝑁𝑗(𝜌, 𝐿, 𝑘) = 𝜌(𝑘)𝐿2𝑘−1. Например,
в решетке 256×256 с периодическими граничными условиями при длине частиц 8 полу-
чаем в среднем 6128 осажденных частиц. Оценка сделана для известной доли покры-
тия при джамминге для 𝑘 = 8 — 𝜌(8) ≈ 0.748 [18]. Обозначим через 𝑁 текущее число
осажденных частиц и 𝑥 = 𝑁𝑁−1

𝑗 долю заполнения решетки частицами, т. е. текущую
концентрацию осажденных частиц.

2. Элементы модели RSA и аппроксимирующие зависимости

Функции, описывающие кинетику RSA, впервые введены в [18]. Будем использовать
две функции, зависящие от концентрации частиц 𝑥:

– функцию 𝑓1(𝑥), значение которой есть текущая доля ячеек типа 1 в решетке, это
сумма долей ячеек типов 1h и 1v;

– функцию 𝑓2(𝑥), значение которой есть текущая доля ячеек типа 2 в решетке.
Основные эксперименты проведены для квадратных решеток размером 𝐿 = 512

и длин частиц 𝑘 = 6, 8, 10, 12, 14, 16. Кроме того, использованы ранее полученные
в [18] результаты для 𝐿 = 256 и 𝑘 = 8.

Как показывают проведенные нами эксперименты, для значений 𝑥 > 0.4 доля ячеек
типа 2 существенно мала (и не превышает 3 %) и основную долю разрешенных ячеек
составляют ячейки типа 1. Тогда для 𝑥 > 0.4 значение 𝑓1(𝑥)𝐿

2 есть приемлемая оценка
числа разрешенных ячеек, следовательно, оценка суммарной длины двух вспомогатель-
ных списков. Доля запрещенных ячеек хорошо оценивается как ℎ(𝑥) = 1− 𝑓1(𝑥). В ре-
альной кинетике RSA рост числа запрещенных ячеек подчиняется достаточно сложной
зависимости от текущей концентрации уже осажденных частиц [18] (рис. 2).

Исследование функции 𝑓1(𝑥) на основе экспериментальных данных показывает, что
зависимость ln 𝑓1(𝑥) хорошо аппроксимируется параболой (рис. 3) с 𝑅2 = 0.9968 (для
𝐿 = 256, 𝑘 = 8), тогда экспоненциальная аппроксимация 𝑓1(𝑥) имеет вид 𝑓1(𝑥) ≈ 𝑒−𝜆(𝑥),
где функция 𝜆(𝑥) — полином второй степени:

𝜆(𝑥) = 𝑎2𝑥
2 + 𝑎1𝑥+ 𝑎0. (1)

𝑥

𝑓

𝑓2
𝑓1
𝑓0+

Рис. 2. Графики функций 𝑓2(𝑥), 𝑓1(𝑥), 𝑓0+(𝑥) при 𝐿 = 512, 𝑘 = 8
Fig. 2. Functions 𝑓2(𝑥), 𝑓1(𝑥), 𝑓0+(𝑥) with 𝐿 = 512, 𝑘 = 8
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𝑥

ln 𝑓1

𝑦 = −5.7977𝑥2 + 2.3516𝑥− 1.0662

𝑅2 = 0.9968

Рис. 3. Зависимость ln 𝑓1(𝑥) для 𝐿 = 256, 𝑘 = 8 (пунктир) и ее параболическая аппроксимация
(сплошная кривая)
Fig. 3. Dependence of ln 𝑓1(𝑥) with 𝐿 = 256, 𝑘 = 8 (dotted line) and its parabolic approximation
(solid line)

Такая аппроксимация вполне ожидаема для окрестности максимума. Примечательно,
что она работает на довольно широком интервале концентраций, а не только вбли-
зи максимума. Например, для 𝐿 = 256, 𝑘 = 8 оценка коэффициентов в 𝜆(𝑥), полу-
ченная методом наименьших квадратов по экспериментальным данным, на сегменте
[0.1, . . . , 0.9] в усреднении на сто экспериментов дает следующие значения коэффици-
ентов (рис. 3):

𝜆(𝑥) = 5.7977𝑥2 − 2.3516𝑥+ 1.0662.

Отметим, что точка максимума аппроксимирующей параболы (𝜆′(𝑥) = 0) — 𝑥 =
0.2028 хорошо совпадает с точкой максимума функции 𝑓1(𝑥), определенной по экспери-
ментальным данным, — 0.2025. С использованием полученной аппроксимации функция
ℎ(𝑥), задающая зависимость доли запрещенных ячеек от текущей концентрации частиц
в решетке, может быть представлена в виде

ℎ(𝑥) = 1− 𝑒−𝜆(𝑥).

В статье [19] на основе свойств геометрического распределения получена зависи-
мость матожидания числа равномерно случайных заполнений элементов массива для
достижения заданной доли заполненных элементов в изначально свободном массиве.

В рассматриваемом методе необходима оценка числа обращений к генератору рав-
номерно распределенных псевдослучайных чисел при достижении некоторой концен-
трации частиц в решетке. Получим эту оценку, рассуждая аналогично [19]: при концен-
трации 𝑠 и уже выбранной случайной ориентации следующей частицы свободными для
размещения ее начала являются ячейки типа 2 и половина ячеек типа 1, поскольку мы
принимаем гипотезу о статистической равномощности множества ячеек типов 1h и 1v.
Тогда вероятность 𝑝(𝑠) “успеха” для случайной величины 𝑋(𝑠) в испытании по выбору
начальной ячейки и матожидание 𝐸(𝑋(𝑠)) — как случайной величины с геометричес-
ким распределением — при текущей концентрации 𝑠 определяются как

𝑝(𝑠) = 𝑓2(𝑠) +
1

2
𝑓1(𝑠), 𝐸(𝑋(𝑠)) =

1

𝑝
=

2

2𝑓2(𝑠) + 𝑓1(𝑠)
.

Введем в рассмотрение случайную величину 𝑌 (𝑥) — суммарное до достижения кон-
центрации 𝑥 число попыток осаждения, включая успешные. Под попытками будем по-
нимать обращение к генератору по выбору ориентации и индекса начальной ячейки.
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𝑥

ln 𝑦

𝑦 = 0.75𝑥2 + 1.8331𝑥+ 0.0006

𝑅2 = 1

Рис. 4. Зависимость ln 𝑦(𝑥) для 𝐿 = 256, 𝑘 = 8 (пунктир) и ее параболическая аппроксимация
(сплошная кривая)
Fig. 4. Dependence ln 𝑦(𝑥) with 𝐿 = 256, 𝑘 = 8 (dotted line) and its parabolic approximation (solid
line)

На основе 𝐸(𝑋(𝑠)) матожидание 𝑌 (𝑥) по теореме о сумме матожиданий случайных
величин равно

𝐸(𝑌 (𝑥)) =
𝑠=𝑥∑︁
𝑛=0

2

2𝑓2(𝑠) + 𝑓1(𝑠)
.

Рассмотрим функцию

𝑦(𝑥) =
𝐸(𝑌 (𝑥))

𝑥𝑁𝑗

. (2)

Проведенное на основе экспериментальных данных исследование функции 𝑦(𝑥) показы-
вает, что зависимость ln 𝑦(𝑥) так же очень хорошо аппроксимируется параболой (рис. 4)
с 𝑅2 = 1 (для 𝐿 = 256, 𝑘 = 8). Тогда экспоненциальная аппроксимация 𝑦(𝑥) имеет вид
𝑦(𝑥) ≈ 𝑒𝜇(𝑥), где функция 𝜇(𝑥) есть полином второй степени:

𝜇(𝑥) = 𝑏2𝑥
2 + 𝑏1𝑥+ 𝑏0.

Для 𝐿 = 256, 𝑘 = 8 оценка коэффициентов в 𝜇(𝑥), полученная методом наименьших
квадратов по экспериментальным данным, на сегменте [0.01, . . . , 0.70] в усреднении на
ста экспериментах дает следующие значения коэффициентов (рис. 4):

𝜇(𝑥) = 0.75𝑥2 + 1.8331𝑥+ 0.0006. (3)

3. Арифметический подход к обработке запрещенных площадей

После осаждения частицы в решетке необходима обработка покрытий ячеек решетки
запрещенными площадями, созданными этой частицей. Обычно такая обработка вы-
полняется цепочкой сравнений. Оценим ожидаемое число таких сравнений. Поскольку
запрещенная площадь содержит 𝑘2 + 𝑘 − 1 ячеек и всего осаждается 𝑁𝑗 частиц, сум-
марно за всю кинетику RSA необходимо обработать 𝜌(𝑘)𝐿2𝑘−1(𝑘2 + 𝑘 − 1) ячеек. Для
𝐿 = 512, 𝑘 = 16 получаем 3 330 048 обрабатываемых ячеек.

Как показывает практика программирования, достаточно часто прямые арифме-
тические вычисления оказываются более эффективными по времени выполнения, чем



Оптимальный порог переключения в алгоритме моделирования. . . 91

Т а б л и ц а 1. Кодировка
состояний ячеек в решетке
Table 1. Cell state encoding
in a lattice

Тип
ячейки

Код
состояния

ячейки
0− и 0+ 0

1h 3
1v 5
2 11

Т а б л и ц а 2. Таблица действия операторов OpH и OpV
Table 2. Table of OpH and OpV operators output

Текущий
тип

ячейки

Код
𝑠𝑜𝑙𝑑

Результат
покрытия

1h

Результат
OpH 𝑠𝑛𝑒𝑤

Результат
покрытия

1v

Результат
OpV 𝑠𝑛𝑒𝑤

0− и 0+ 0 0− или 0+ 0 0− или 0+ 0
1h 3 1h 3 1v 0
1v 5 0+ 0 0+ 5
2 11 1h 3 1v 5

цепочки сравнений, поскольку не содержат команд перехода. Для их реализации необ-
ходимо ввести кодировку состояний ячеек и операторы обработки перехода состояний.
Кодировка состояний ячеек в решетке приведена в табл. 1.

При осаждении частицы возникают три вида покрытий, окружающих эту частицу
ячеек запрещенными площадями. Эти покрытия должны быть обработаны для каж-
дой ячейки, входящей в создаваемую частицей запрещенную площадь. Обозначим 𝑠𝑜𝑙𝑑
текущий код состояния, хранящийся в обрабатываемой ячейке, а 𝑠𝑛𝑒𝑤 — новый код
состояния ячейки.

Покрытие собственно частицей. Ячейки, в которых расположена собственно части-
ца, вне зависимости от предыдущего состояния получают тип 0− с кодом 0. Обработка
этих ячеек производится прямым занесением кода 𝑠𝑛𝑒𝑤 = 0 в соответствующие этим
ячейкам элементы массива.

Покрытие разрешением 1h для горизонтально ориентированных частиц (покрытие
запретом 1v). В ячейке, запрещенной для расположения начала вертикально ориенти-
рованных частиц, разрешено расположение только начала горизонтально ориентиро-
ванных частиц. Для обработки этого покрытия введем в рассмотрение оператор OpH
(табл. 2). Оператор OpH вычисляется по формуле

𝑠𝑛𝑒𝑤 = 𝑂𝑝𝐻(𝑠𝑜𝑙𝑑) = ((𝑠𝑜𝑙𝑑 mod 4) div 3) · 3.

Покрытие разрешением 1v для вертикально ориентированных частиц (покрытие
запретом 1h). В ячейке, запрещенной для расположения начала горизонтально ориен-
тированных частиц, разрешено расположение только начала вертикально ориентиро-
ванных частиц. Для обработки этого покрытия введем в рассмотрение оператор OpV
(табл. 2). Оператор OpV вычисляется по формуле

𝑠𝑛𝑒𝑤 = 𝑂𝑝𝑉 (𝑠𝑜𝑙𝑑) = ((𝑠𝑜𝑙𝑑 mod 6) div 5) · 5.

4. Оценка трудоемкости алгоритма вспомогательных списков

Для оценки трудоемкости алгоритма будем считать, что он задает 𝑐𝑔 элементарных
операций при обращении к генератору равномерно распределенных псевдослучайных
чисел и 𝑐1 элементарных операций на обработку одной ячейки в исходной решетке или
во вспомогательном списке. Очевидно, что число разрешенных ячеек, которые алго-
ритму необходимо выбрать для завершения кинетики RSA, равно числу частиц 𝑁𝑗,
осажденных до перехода системы в состояние джамминга, — это подход амортизацион-
ного анализа [20]. Дальнейшие рассуждения о пороге переключения на формирование
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списков будем проводить относительно значения текущей концентрации частиц в ре-
шетке 𝑥.

Для определения оптимального порога переключения на процедуру формирования
списков выделим в алгоритме следующие три этапа и оценим их трудоемкость.

– Этап первоначального осаждения частиц, непосредственно использующий мас-
сив решетки, включает в себя случайный выбор ориентации частицы, получение
случайных координат разрешенной ячейки для осаждения, собственно осаждение
и обработку созданной частицей запрещенной площади. Эти действия произво-
дятся в массиве решетки. Этап выполняется до достижения пороговой концен-
трации 𝑥*.

– Этап начального формирования списков — создание вспомогательных списков
при достижении концентрацией частиц в решетке порогового значения 𝑥*.

– Этап осаждения с использованием списков. Шаги на этом этапе аналогичны ша-
гам на этапе первоначального осаждения, но при этом дополнительно обрабаты-
ваются элементы не только решетки, но и вспомогательных списков. Шаги по-
вторяются до исчерпывания разрешенных ячеек в решетке, т. е. до достижения
состояния джамминга, которое идентифицируется нулевой длиной обоих вспомо-
гательных списков.

Оценим трудоемкость указанных этапов, полагая, что переключение на списки осу-
ществляется при некоторой оптимальной (по трудоемкости) концентрации осажденных
частиц 𝑥*.

На этапе первоначального осаждения частиц выбор начальной ячейки для осажде-
ния происходит непосредственно в самой решетке. Для фиксированного значения 𝑥 бу-
дет осаждено 𝑥𝑁𝑗 частиц, для каждой из них будет выполнено по два обращения к ге-
нератору псевдослучайных чисел и обработано 𝑘2 + 𝑘− 1 ячеек запрещенной площади.
Это дает вклад в трудоемкость в виде 𝑥𝑁𝑗(2𝑐𝑔 + 𝑐1(𝑘

2 + 𝑘 − 1)).
Матожидание 𝐸(𝑌 (𝑥)) попыток осаждения на этом этапе по формуле (2) равно

𝑦(𝑥)𝑥𝑁𝑗. Поскольку 𝑥𝑁𝑗 попыток были успешными, оставшиеся 𝑦(𝑥)𝑥𝑁𝑗 − 𝑥𝑁𝑗 по-
пыток есть промахи, для которых будут сделаны два обращения к генератору и од-
на проверка состояния ячейки, которая возвращает состояние “запрещена”, что дает
𝑥𝑁𝑗(𝑦(𝑥)− 1)(2𝑐𝑔 + 𝑐1). Объединяя компоненты, получаем трудоемкость первого этапа

𝑔1(𝑥, 𝑘, 𝐿,𝑁𝑗) = 𝑥𝑁𝑗(2𝑐𝑔 + 𝑐1(𝑘
2 + 𝑘 − 1)) + 𝑥𝑁𝑗(𝑦(𝑥)− 1)(2𝑐𝑔 + 𝑐1) =

= 𝑥𝑁𝑗(𝑦(𝑥)(2𝑐𝑔 + 𝑐1) + 𝑐1(𝑘
2 + 𝑘 − 2)).

(4)

На этапе формирования списков для каждой ячейки в исходной решетке выпол-
няем порядка 𝑐1 элементарных операций — это проверка ее типа и для разрешенной
ячейки запись ее индекса во вспомогательный список для частиц данной ориентации.
Если ячейка относится к типу 2, запись происходит в оба вспомогательных списка.
Мы рассматриваем реализацию, при которой формирование выполняется одним прохо-
дом по массиву решетки сразу для двух вспомогательных списков. Трудоемкость этапа
складывается из прохода по всему массиву решетки и записи информации о свобод-
ных ячейках во вспомогательные списки. Поскольку доля свободных ячеек есть 𝑒−𝜆(𝑥),
трудоемкость составит

𝑔2(𝐿, 𝑥) = 𝑐1𝐿
2
(︀
1 + 𝑒−𝜆(𝑥)

)︀
,

но 𝑒−𝜆(𝑥) < 1 и можно приближенно считать, что

𝑔2(𝐿, 𝑥) ≈
3

2
𝑐1𝐿

2. (5)



Оптимальный порог переключения в алгоритме моделирования. . . 93

а б

𝑔

𝑥*

𝑡,
м

с

𝑥*

Рис. 5. Зависимость оценки трудоемкости (а) и реального времени расчета (б ) от точки пере-
ключения на работу со вспомогательными списками при 𝐿 = 256, 𝑘 = 8
Fig. 5. Dependence of the estimation of labor intensity (а) and real time of calculation (б ) on the
switching point to work with auxiliary lists at 𝐿 = 256, 𝑘 = 8

На этапе осаждения с использованием списков осталось осадить 𝑁𝑗(1 − 𝑥) частиц,
для каждой из которых необходимы только два обращения к случайному генератору.
При этом, как и на этапе первоначального осаждения, обработке подлежат 𝑘2 + 𝑘 −
1 ячеек запрещенной площади. Но для каждой ячейки выполняется ее обработка не
только в самой решетке, но и во вспомогательном списке, что дает 2𝑐1 на каждую
ячейку. Таким образом,

𝑔3(𝐿, 𝑥) = 𝑁𝑗(1− 𝑥)(2𝑐𝑔 + 2𝑐1(𝑘
2 + 𝑘 − 1)). (6)

Объединяя полученные по формулам (4)–(6) результаты, получаем, что общая сум-
марная трудоемкость алгоритма RSA, реализующего метод вспомогательных списков,
имеет вид

𝑔𝑅𝑆𝐴(𝑥, 𝑘, 𝐿,𝑁𝑗) = 𝑥𝑁𝑗(𝑦(𝑥)(2𝑐𝑔 + 𝑐1) + 𝑐1(𝑘
2 + 𝑘 − 1)− 𝑐1) +

3

2
𝑐1𝐿

2+

+𝑁𝑗(1− 𝑥)(2𝑐𝑔 + 2𝑐1(𝑘
2 + 𝑘 − 1)).

(7)

На рис. 5 приведены оценка трудоемкости, вычисленная по формуле (2) при 𝑐𝑔 = 8,
𝑐1 = 1, и реального времени расчета при 𝐿 = 256, 𝑘 = 8. Качественное поведение
функций совпадает, более того минимум по трудоемкости имеет оценку порядка 0.40,
а реальный минимум по времени 8256.71 мкс достигается при концентрации частиц,
равной 0.38. Это показывает, что выбранное отношение числа операций на обработку
ячейки и трудоемкости обращения к генератору, равное 8, близко к реальности для
нашей программной реализации.

5. Оптимальное значение управляющего параметра для метода
списков

На основе полученной функции трудоемкости требуется определить такое пороговое
значение 𝑥*, которое доставляет минимум функции 𝑔𝑅𝑆𝐴(𝑥, 𝑘, 𝐿,𝑁𝑗). Приведем сообра-
жения о существовании оптимального значения 𝑥*. В кинетике RSA с ростом числа
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осажденных частиц, т. е. с ростом 𝑥, увеличивается число запрещенных ячеек, что при-
водит к большему количеству промахов генератора равномерно распределенных псев-
дослучайных чисел при выборе начальной ячейки для размещения очередной частицы.
Этот факт сильно увеличивает трудоемкость на последних шагах RSA. С другой сто-
роны, использование вспомогательных списков с самого начала моделирования процес-
са RSA также неэффективно, поскольку требует дополнительных операций на работу
с этими списками.

Декомпозиция полученной функции трудоемкости (7) позволяет выделить в ней три
компонента:

• 𝑔𝐶 — фиксированной трудоемкости, который не зависит от 𝑥;
• 𝑔𝑙𝑥 — зависит линейно от 𝑥;
• 𝑔𝑦(𝑥) — зависит от 𝑥 и 𝑦(𝑥):

𝑔𝐶(𝑘, 𝐿,𝑁𝑗) =
3

2
𝑐1𝐿

2 + 2𝑐𝑔𝑁𝑗 + 2𝑐1𝑁𝑗(𝑘
2 + 𝑘 − 1),

𝑔𝑙𝑥(𝑥, 𝑘,𝑁𝑗) = −𝑥𝑁𝑗(2𝑐𝑔 + 𝑐1(𝑘
2 + 𝑘)),

𝑔𝑦(𝑥)(𝑦(𝑥), 𝑥,𝑁𝑗) = 𝑦(𝑥)𝑥𝑁𝑗(2𝑐𝑔 + 𝑐1).

Введем в рассмотрение функцию 𝑔𝑥(𝑥), содержащую те компоненты оценки сум-
марной трудоемкости алгоритма (7), которые зависят от 𝑥 и 𝑦(𝑥). Это сумма 𝑔𝑙𝑥(𝑘,𝑁𝑗)
и 𝑔𝑦(𝑥)(𝑦(𝑥), 𝑥):

𝑔𝑥(𝑥) = 𝑦(𝑥)𝑥𝑁𝑗(2𝑐𝑔 + 𝑐1)− 𝑥𝑁𝑗(2𝑐𝑔 + 𝑐1(𝑘
2 + 𝑘)),

подставив 𝑦(𝑥) ≈ 𝑒𝜇(𝑥), получаем

𝑔𝑥(𝑥) = 𝑒𝜇(𝑥)𝑥𝑁𝑗(2𝑐𝑔 + 𝑐1)− 𝑥𝑁𝑗(2𝑐𝑔 + 𝑐1(𝑘
2 + 𝑘)).

Определим 𝑥* = argmin 𝑔𝑥(𝑥), приравняв нулю производную 𝑔𝑥(𝑥). С учетом вида функ-
ции 𝜇(𝑥) (см. формулу (3)) запишем

𝑑

𝑑𝑥
𝑔𝑥(𝑥) = 𝑒𝜇(𝑥)(2𝑏2𝑥

2 + 𝑏1𝑥+ 1)𝑁𝑗(2𝑐𝑔 + 𝑐1)−𝑁𝑗(2𝑐𝑔 + 𝑐1(𝑘
2 + 𝑘)) = 0,

откуда, полагая 𝑏0 = 0 (поскольку 𝑦(0) = 1 и 𝑦(𝑥) = 𝑒𝜇(𝑥), то 𝜇(0) = 0), получим

(2𝑏2𝑥
2 + 𝑏1𝑥+ 1)𝑒𝑏2𝑥

2+𝑏1𝑥 =
2𝑐𝑔 + 𝑐1(𝑘

2 + 𝑘)

2𝑐𝑔 + 𝑐1
. (8)

Из формулы (8) следует, что нас интересует отношение числа операций 𝑐1 и 𝑐𝑔, а не
их явные значения. Обозначив 𝛾0 отношение 2

𝑐𝑔
𝑐1

, из (8) получим

𝑟(𝑥) = (2𝑏2𝑥
2 + 𝑏1𝑥+ 1)𝑒𝑏2𝑥

2+𝑏1𝑥 − 𝛾0 + 𝑘2 + 𝑘

𝛾0 + 1
= 0. (9)

Определяя 𝑥* = argzero 𝑟(𝑥) путем численного решения трансцендентного уравне-
ния (9), получим оптимальный порог концентрации 𝑥* для переключения на процедуру
формирования вспомогательных списков.

Изначально в качестве управляющего параметра введена доля запрещенных яче-
ек в решетке 𝛼. Покажем, как на основе 𝑥* может быть получено пороговое значение
𝛼* для запуска этапа формирования списков. Для этого заметим, что пороговая доля
запрещенных ячеек 𝛼* равна ℎ(𝑥*), а следовательно, 𝛼* = 1−𝑒−𝜆(𝑥*), где 𝜆(𝑥*) определя-
ется формулой (1). На основании (9) можно говорить, что оптимальный порог зависит
от 𝛾0, 𝑘 и коэффициентов аппроксимации 𝑏1 и 𝑏2 функции 𝜇(𝑥) — 𝑥* = 𝑥*(𝛾0, 𝑘, 𝑏1, 𝑏2).
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В первом приближении можно считать, что число операций 𝑐𝑔 в современном гене-
раторе псевдослучайных чисел [21] на одно обращение с учетом трудоемкости вызова
и возврата из самой функции в разы превышает число операций 𝑐1 на обработку одной
ячейки решетки. Решение уравнения (9) с 𝛾0 = 16 для 𝐿 = 256, 𝑘 = 8 дает значение
𝑥* = 0.407, а при 𝛾0 = 19 получаем 𝑥* = 0.378, что практически совпадает с наши-
ми экспериментальными результатами. Для других программных реализаций, языков
и случайных генераторов значение 𝛾0 определяется, очевидно, на основе эксперимен-
тальных исследований.

6. Результаты экспериментов, обсуждение и рекомендации

Экспериментальное исследование проведено на компьютере с характеристиками: про-
цессор x64 Intel(R) Celeron(R) N4100 1.10 ГГц, оперативная память 4 ГБ, операционная
система Linux 5.15.76-1-MANJARO, язык программной реализации С++, компилятор
gcc (GCC) 12.2.0. Использован стандартный генератор псевдослучайных чисел, встро-
енный в язык С++. Время расчета приведено в микросекундах с усреднением по 1000
запускам.

Основные экспериментальные результаты приведены на рис. 6 и в табл. 3. На рис. 6
показано, как время выполнения программной реализации алгоритма метода списков
при 𝐿 = 512 зависит от порога переключения 𝑥* на вспомогательные списки для час-
тиц различной длины. В табл. 3 приведены экспериментально определенные значения

𝑥*

𝑡,
м

с

𝑘 = 6
𝑘 = 10
𝑘 = 16

Рис. 6. Зависимость времени расчета RSA от порога переключения 𝑥* на вспомогательные
списки при осаждении частиц различной длины
Fig. 6. Dependence of the RSA calculation time on the threshold 𝑥* for switching to auxiliary lists
during the deposition of particles of different lengths

Т а б л и ц а 3. Экспериментальные результаты по оптимальному порогу переключения
Table 3. Experimental results on the optimal switching threshold

𝑘 𝑥* 𝑡(𝑥*) Диапазон 𝑥 с 5 %-ным отклонением от 𝑡(𝑥*) 𝑥* : 𝑓0+(𝑥
*) ≈ 𝑓1(𝑥

*)

6.00 0.41 33 286.87 [0.19, 0.55] 0.46
8.00 0.37 33 091.20 [0.19, 0.54] 0.39
10.00 0.35 34 213.65 [0.17, 0.55] 0.35
12.00 0.36 36 504.10 [0.15, 0.58] 0.31
14.00 0.34 40 072.44 [0.14, 0.59] 0.29
16.00 0.30 42 285.71 [0.12, 0.60] 0.27
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𝑘 = 6 𝑘 = 16

𝑥

𝑓
(𝑥
)

𝑓1 ≈ 𝑓0+

диапазон 𝑥

𝑓2
𝑓1
𝑓0+

𝑥

𝑓
(𝑥
)

𝑓1 ≈ 𝑓0+

диапазон 𝑥

𝑓2
𝑓1
𝑓0+

Рис. 7. Диапазон рекомендуемых значений порога переключения 𝑥* на вспомогательные спис-
ки и функции динамики кинетики RSA при длинах частиц 6 и 16
Fig. 7. The range of recommended values of the switching threshold 𝑥* for auxiliary lists and
functions of the RSA kinetics dynamics at particle lengths of 6 and 16

оптимального порога переключения 𝑥* на вспомогательные списки для исследованного
диапазона длин частиц и соответствующие этим порогам минимальные времена расче-
тов. Очевидно, что время расчета увеличивается с ростом длины частицы, поскольку
при этом растет запрещаемая частицей площадь, т. е. число запрещаемых ею ячеек ре-
шетки. Как и ожидалось, наблюдается очень пологий минимум времени на достаточно
широком диапазоне по концентрации частиц. В табл. 3 приведены значения границы
диапазонов по 𝑥*, в которых время расчета отличается от оптимального не более чем на
5%. Отметим, что этот диапазон увеличивается с ростом длины частиц. На рис. 7 при-
ведено наложение этого диапазона на графики поведения основных функций, отража-
ющих кинетику RSA ортогональных частиц на квадратную решетку с периодическими
граничными условиями.

Визуальный анализ информации на рис. 7 позволяет сформулировать следующую
рекомендацию для программной реализации метода списков. Переключение на этап
формирования и дальнейшего использования вспомогательных списков можно произ-
водить в момент, когда текущее (по концентрации осажденных частиц) значение функ-
ции 𝑓0+(𝑥) становится больше, чем значение функции 𝑓1(𝑥). Программное отслеживание
такого момента не представляет особого труда, так как требует только подсчета теку-
щего количества ячеек типа 0+ и типа 1. Для всего исследованного диапазона длин
частиц эта точка лежит внутри 5%-ного диапазона отклонений от оптимального вре-
мени и имеет тенденцию смещения влево с ростом длины частицы. Для частиц длины 10
эта точка практически совпадает с оптимальным порогом переключения. Информация
о точном значении концентрации осажденных частиц при такой рекомендации порога
переключения приведена в табл. 3. Очевидно, что такая рекомендация работает при ис-
пользовании стандартного генератора псевдослучайных чисел языка С++, поскольку
оптимальный порог переключения на вспомогательные списки зависит от соотношения
числа операций на обработку ячейки и числа операций используемого генератора.
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Abstract

The article considers the problem of determining the optimal switching threshold in the algorithm
for modelling random sequential adsorption by the auxiliary list method in order to increase the time
efficiency of program implementation. Random sequential adsorption is a process where particles are
randomly and irreversibly deposited on a substrate without overlapping with previously adsorbed
particles. Random sequential adsorption is a useful model for many physical, chemical, and biological
processes.

A square lattice consisting of cells is often used to represent a substrate. The article considers
an algorithm for modelling the deposition of linear particles occupying several consecutive cells on
a square lattice.

To study the features and kinetics of the random sequential adsorption and determine the
characteristics of the coating, it is necessary to find statistically significant data through simulation
of the deposition of particles on a lattice, both for different lattice sizes and for different particle
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lengths. The need to obtain large samples generates the requirement for the time efficiency of the
software implementation of random sequential adsorption simulation.

Due to the inverse exponential dependence of the growth of the lattice coating concentration
with particles on the simulation time, direct simulation of the jamming state on a computer is
a laborious task. Technically, this problem can be solved by various methods, in particular, by
switching at a certain concentration of deposited particles to auxiliary lists of cells available for
adsorption by particles.

There are known results on the experimental determination of the threshold for switching to
the formation of lists stage, but the question theoretically remains open at what concentration the
use of lists becomes effective.

The article is devoted to the presentation of the results of theoretical analysis of the algorithm
of the auxiliary list method based on approximations of the concentration functions of free cells
according to experimental data. The results obtained agree with the experimentally determined
switching threshold. Based on theoretical results and experimental research, a simple, in terms
of software implementation, condition for switching to the formation of lists of cells available for
adsorption is formulated.

Keywords: random sequential adsorption, auxiliary list method, time efficiency.
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